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Chapitre 1I.

Rappels de mécanique analytique et de thermodynamique.

1.1.1. Rappel de mécanigue analytique.

Soit un systéme ayant un nombre fini de degrés de liberté. En général,
ce_systéme sera formé de N particules (des atomes ou des molécules). Habituelle-

ment, le systéme est décrit dans un espace & 6 N dimensions, l}espace de phase

formé des p; et g, i variant de 1 & 3 N. Mais les trajectoires dans 1'espace

de phase ne nous disent rien sur 1'éguation horaire du point qui décrit le

systéme. Aussi, est—il plus utile de considérer 1'espace des &tats formé des

Pi et ql.et_de t, espace que nous noterons r.

L'état du systéme est représenté par un point de ™ et 1'évolution

du systéme est entidrement décrite par une courbe, solution des équations

canoniques :
o = 2o . 28
i 7 oa 3qt
(1.1)
. i
.1 _ dg . i
4 = dat .
i
oi H = H(p., ql,t) est 1'hamiltonien du systéme.

L4

Si H ne dépend pas explicitement du temps, on a :
s 2H _ o
H = 3t 0 3

on interpréte H comme 1'€nergie du systéme.

Nous appelierons les trajectoires qui satisfont (1.1) des mouvements,

afin de les distinguer des autres courbes possibles.



L'exemple de 1l'oscillateur harmonique illustre la différence de
description entre les mouvements dans r et leurs projections

dans 1'espace de phase. (Voir figs. 1 et 2)
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Les équations (1.1) peuvent &tre déduites d'un invariant relatif,

1'invariant de Cartan. Pour cela, considérons une courbe fermée C dans | ' et

soit :

8¢ = (§C( Zpi dqi - H at) (1.2)

Si nous déplagons les points de C le long de mouvements, 1l'intégrale
(1.2) prise le long de la nouvelle courbe fermée C' ainsi obtenue, est

inchangée. En d'autres termes :

i —

+ fig. 3

L'expression invariante SC est appelée 1'invariant relatif de

Cartan, le qualificatif relatif indiquant que 1'invariance n'a lieu gue

pour des courbes fermées.



Démonstration :

Donnons-nous une famille différentiable de courbes C dans r :
i i
p, =2 (A, ¥) 5 o =q (A,Y); t=t(A,Y)
0 Ag 1, 0« Y& 1,

et supposons gque :
a) pour ¥ constant, A décrit la courbe C. Comme C est fermée,

on a les conditions suivantes :
p.(0,¥) = p(L,Y¥) 5 (0,¥) = ¢ (1,%) 5 w0, ¥) = 5(1,Y).

b) pour A constant, ¥ décrit un mouvement.
Si d est'le symbole de différentiation & ¥ constant (i.e le long de

C) et § celui & A constant, nous avons :

A=l '
5, (¥ )= (Z_pidql—Hdt)
A=0 1
et
A=1
85,0 ¥) = [_Zspidql + 5 p; sda* - §E at - Héat] (1.3)
A =0 1 *
ol i :
ol dg*t = 2% gM(X,¥ dax

A

§q°

i
_%'g'f' ql(A sx)Sx

Les dérivées &tant supposées continues, nous pouvons intervertir detd dans (1.3).

A:J_ . .
SSC(‘«’) = SA . [5_1_( 8.pi dqf +p, d $q%)- pHAL - Hd&t] (1.4)



En intégrant par parties (sur d) et en remarquant que les termes intégrés

ne donnent aucune contribution, nous obtenons :

Asl

SSC(K)= ' ' [Z(Spidqi—dpisqi)— §Hat + dH 6t]
A=0 1

(On peut aussi obtenir cette derniére expression de SSC( ¥ ) en soustrayant
a4 lintégrant de (1.4) la différentielle exacte d(Ipi SQF- HEt). )
ou )
an = T 28 dp. + z"b-—I-qui+"b—Hdt
dp x ¥t dt
D'oud
=1

§5,(¥) = 12 8o, + 285e) ag
A=0 ¥

+ 2 (—3qi +—§§.1- ) dpi

1

+ (- 6H +%%—5t) dt] : (1.5)

§ étant la variation le long de mouvements, nous avons, en vertu des équations

canoniques (1.1) :
680(‘6):0

Mais réciproquement, si nous nous donnons une famille de trajectoires
telles que pour toute famille de courbes fermées C, SSC(X) = 0, alors ces tra-
'jectoires sont des mouvements, c'est-a-dire satisfont aux &quations (1.1).
En effet, 1l'intégrale (1.5) n'est identiquement nulle que si chaque terme de
1'intégrant est nul, car on peut déformer la courbe au voisinage d'un point.

(voir fig. 4)
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1.2.2. Le théoréme de Liouville :

Le théoréme de Liouville exprime 1'invariance de 1'é1ément de volume

de 1'espace de phase, quand on déplace les points le long des mouvements d'un

P

temps constant. (voir fig. 5)
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18re démonstration :

Partons de l'invariant relatif de Cartan. Si nous nous restreignons

aux courbes Ct i temps constant, nous obtiendrons 1'invariant de Poincaré :

s, = % Zpidqi (1.6)
°

Le théordme de Stokes généralisé permet de remplacer cette intégrale

par une intégrale de surface et de définir un invariant absolu :

}Z.di=5 Y dp.Adgs . : 1.
§Ct p;da 5, 2®iNG _ (1.7)



Considérons alors l'expression :

3N ,
i 3N
( 2 dp. A dql)3 3

i=
puisque le produit A est antisymétrigue, nous pouvons &crire :

3N
( > dpi/\ d.c;ll)BI\'T = (3N)! dpll\ ...Adp3NI\dqlA ..o Ndg

i=1

= (1.8)

Or (1.8) est encore invariant; c'est le théoréme de Liouville.

2% démonstration :

Si nous considérons dans l'espace de phase un fluide fictif dont
les éléments évolueraient le long des trajectoires réelles du systéme, le
théoréme de Liouville exprime que ce fluide se comporte comme un fluide

incompressible, c'est-a-dire que :

g - %, 3 2 %% _ (1.9)
at dt e dx*

-~ - . - -~ - - i
od gdes:.gne la densité du fluide et x¥les coordonnées Pi et q .

Or 1'équation de 5(::“,t) est donnée par l'€gquation de continuité :

&

¢ D o - | |
5 E le:‘,((g ) 0 (1.10)

qui est la généralisation pour un espace d 6N dimensions de 1l'équation habi-

tuelle :



En effectuant les dérivations dans 1'équation (1.10), nous

obtenons :

2% .y ¢ x>, LESES
e P F 3 C 323 =0

I1 nous faut, pour démontrer (1.9), vérifier 2 -%'— = 0
2]

Mais ceci découle des équations canoniques. En effet :

>Pi bg
2 (== + )

5:__._
Y%

i

L]

Z_B__}_Ji +S 3

= 0.
Le théoréme de Liouville nous montre que le mouvement ne peut T
"sccumuler" les points représentatifs dans un voisinage arbitrairement

de l'espace de phase.

2. Rappel de thermodynamigue

La thermodynamique est une théorie axiomatique. En partant de
principes (ou axiomes), on déduit la forme générale des lois gouvernant

1'évolution d'un systéme.

1.2.1. Le premier principe.

Un systéme est dit isolé€ s'il n'est soumis & aucune influence

extérieure.



Il est dit adiabatiquement isolé si les seules influences ext&rieures

sont des forces géométriques. Dans ce cas, le travail § A fourni au systéme

est donné par :
- - - -
A=2Ki.dri+5 dgf—{).dr+S aX . ar (1.11)
ol les termes du membre de droite représentent respectivement le travail
effectué par :

- les forces ponctuelles K.
1
- les forces de surface dfg'(par exemple, la pression)

: —>
- les forces de volume d3K (par exemple, la gravitation).

-Le premier principe affirme l'existence d'une grandeur extensive U,

appelée &nergie, telle que :
Su = § 4 (1.12)
pour un systéme adiabatiquement isolé.

‘Séparons le systéme en deux parties par une paroi fixe empéchant

1'échange de matidre et de travail entre les sous-systémes I et II, mais

I 1

5 r

Bta s arcs pcy . SR P O T Ty
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n'isolant pas adiabatiquement les sous-systémes (I et II sont en contact

thermique). L'8nergie interne s'écrit :
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La quantité d'énergie $Q = - 8§ U

T qui traverse la paroi est appelée

quantité de chaleur.

Pour un sous-systéme tel que II (ou I), le premier principe devient

$U =64 + 6Q (1.13)

T Bes Le deuxiéme principe.

Le deuxiéme principe se compose de deux parties :

a. Le principe d'évolution : il existe une grandeur extensive S, appelé

entropie, qui, pour tout systéme adiabstiquement isol&, ne peut qu'augmenter

au cours du temps.

b. Le principe d'équilibre : le systéme isolé tend au cours du temps

vers un état, appelé €tat d'équilibre, pour lequel S est maximum.

1.2.3. Thermodynamigue d'un fluide & 1'équilibre.

Considérons un fluide isold enfermé dans une bolte de volume V. Soit
m(x) sa densité de masse et u(x) sa densité d'énergie interne; nous supposons
sa densité d'entropie de la forme : s[m(x),u(xl] . Les conditions d'équilibre

du systéme sont obtenues en exprimant que l'entropie du systeéme :

S = S s [m(x),u(x)] av est maximale,
v

sous les contraintes :



Uo (premier principe)

S u(x)av

\'

(x)
Svf x)av

M (conservation de la substance).

En introduisant les multiplicateurs de Lagrange ku et ?\m, nous

trouvons :

$ .{s - A S u(:z.c)dV.— u) - )\mgs m(x)av -M) = 0
v v

ou encore :

S av( 2 fm(x) + E‘E‘Eu(x) -2, 8u(x) -2 fu(x) = o,

3
v
d'ol ) = 3s s 2 = 3s
m dm u 2u

di =
. 3s m
= Tds+ wdm (1.1k)
oi T est la température et /ul;e potentiel chimigue.
Ainsi T = < t = - Z‘E sont constants en tout point
insi, = 3 e //4- > ut poin

du fluide.

Il est important de remarquer que ces grandeurs ne sont définies que

pour les &tats d'équilibre.

Cherchons & déterminer la pression & 1'équilibre. Pour cela, suppo-

sons le fluide en équilibre dans un cylindre de section unité.



Déplagons le piston de tﬁ\l suffisamment lentement pour rester & tout
instant 4 1'équilibre (transformation quasi-réversible). Le premier principe

donne :

S
S‘ u(m,s)d)] = - DSA]_ >
. .

p étant la pression du fluide sur le piston.

Mais nous devons tenir compte des contraintes :

Al
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En introduisant les multiplicateurs de Lagrange Ym et KS s nous

o

pouvons &crire :
AL A Ay
5[3 wdA - B’m(s md - M) —Ys( S sd) - so)] =-p éX,
o o . .

o

ou encore

)J_ A .
u 1
(u - b'mm-")fss)SAl +S (-%I—n- - ¥ )im A +S (—%‘-Xs)gs §A = _PS)l ,

o} o}

d'ol :
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s S
ce que 1l'on savait déja
=8H
Ym “awm T H
P=-utun+ Ts, ce gque l'on cherche.

La pression est constante en tout point du fluide, car d'aprés les

8quations précédentes :

3p _ _d3u dm _Ddu s dm S _
d3x dm T dx as'ax+/'bx+Tax 0

1.2.4. Egqguation d'8tat d'un fluide.

Si nous résolvons les équations

o
c

>s = T
du
Am H

qui expriment les conditions d'équilibre en fonction de T et s 1OUS

obtenons :

/]
n

S(T,/L) 4

= m(T,/x—) .

B
I

s et msont donc également constants en tout point du fluide ; il en est de

méme de w . Nous pouvons alors intégrer ces €quations. Nous trouvons :



s = Vs(T,pu) _ (1.15)

Moo= Vm(T, W) | (1.16)
U = Vals(T,p)m(T, u)) (1.17)
PV = - U+pM+ TS , ' (1.18)

soit 4 &quations pour les T variables S5,M,U,V,p,T, . On appelle

gquation d'état, la relation qui lie les L variables M,V,p,T (par exemple :

pV = rMT est 1'équation d'état (& 1'€quilibre) du gaz parfait).

1.2.5. Chaleurs spécifiques

Souvent, on est amené & s'intéresser & la chaleur spécifique d'un corps

sous certaines'con&itions gct - La chaleur spécifique est alors définie par :

_ 89
Croy ~ Lar Jyey

pour une transformation quasi-réversible.

Dans le cas d'un fluide, les deux chaleurs spécifiques utilisées sont :

o chaleur spécifique & volume constant

c chaleur spécifique 4 pression constante.

p

Le premier principe donne :

$Q = dU + pdv

d'od
_8Q .y o du _RU(ILY)
cv=(5—g‘)v- (g ), = 3T , (1.19)
et

c o= (58 o (& &y o ), pa-‘—r,%;m- (1.20)

§T'p §T'p 2T



En combinant (1.19) et (1.20) , on obtient :

_ dU(T,V V(T
c, = ¢, +[——({\;—)- + p] —g—;p—l (1.21)

1.2.6. Les potentiels thermodynamigques :

Nous aimerions définir de nouvelles grandeurs extensives : les po-

tentiels thermodynamigques.
Considérons, de fagon générale, la fonction £( x ,y, %)
Af(x,y,2z) = Xdx+ Ydy + Z dz .
Nous voulons construire une nouvelle fonction dépendant des variables X,y, z
telle gque 1l'ancienne variable x soit 1'opposée de la dérivée partielle de la
nouvelle fonction par rapport & la nouvelle variable X. Il suffit de poser :
g(X,y:2) = f(x,y,2) - Xx . (1.22)
En effet, nous avons :

dg = xdX + Y dy + Z dz .

Une telle transformation est appeléetransformation de Legendre.

Elle est du méme type que la transformation utilisée en mécanique analytique

qui fait passer du Lagrangien & 1'Hamiltonien.
En partant de 1l'énergie U(S,M,V) du fluide et en tenant compte de :
U = TdS + maM - pdV ,

nous pouvons construire, par transformation de Legendre, les potentiels

thermodynamiques suivants




1'énergie libre F :

I

F(T,M,V) = U- TS
4F = - Sd T +pdM - pdV

1'enthalpie H :

H(S,M,p) U+ pv

dH = TdS +udM + Vdp

le potentiel de Gibbs G :

G(T,M,p) & U - TS + pV

dG = - 84T + mdM + Vdp
Remarque :

On a d'aprés (1.18) et (1.25)

G(T,M,p) - e (T,p)M

Ainsi, se trouve réinterprété le potentiel chimique'/Len fonetion du

potentiel de Gibbs.

(1.23)

(1.2k4)

(1.25)

(1.26)



Chapitre 2.

L'ensemble microcanonique

2.1. L'ensemble microcanonigue

Considérons un gaz isolé dans une bolte. Nous voulons faire un moddle
pour ce gaz. Appliquons la mécanique classique. Consid€rons le gaz formé de N
particules identiques de masse m. Pour résoudre le probléme, il faut se donner
1'Hamiltonien, puis résoudre les 6 N é&quations canoniques. C'est 1& un pro-
bléme pratiquement impossible.Alors que faire ? D'abord remarquons que nous ne
voulons pas calculer toutes les grandeurs du systéme mals seulement certaines

grandeurs macroscopiques gqui sont le plus souvent des moyennes sur le temps :

T

i g £ (p; (¢), qi(t)) dt (2.1)

£f = 1lim
T o0

=R

Par exemple, la pression est la moyenne par unité de temps de 1'impul-

sion cédée 3 un morceau de paroi de surface unité lors des chocs des particules.

Mais, pour calculer une expression telle que (2.1), il faut en
principe connaitre les fonctions pi(t) et qi(t); done résoudre les 6 N
&quations. Aussi, Gibbs a-t-il proposé de remplacer ce calcul par celui d'une
moyenne prise sur un ensemble de systémes considérés au méme instant,
c'est-a-dire, par une moyenne calculée pour une distribution de probabilité

D(pi,ql)d_n.définie sur 1l'espace de phase i pfgl} :

- (e seahen | (2.2)
fipX

Naturellement, on doit choisir D(pi,ql) de telle maniére que :
£ =1 |,

au moins pour les grandeurs macroscopigues que nous voulons calculer.



En principe, la solution de ce nouveau probléme est la suivante :
on doit faire la moyenne sur un ensemble de points de l'espace de phase qui
pourraient s'interpréter comme représentant le méme systime aux temps b,
to + At , to +2 At 5 vee to + n At. Pratiquement, nous devons nous
faire une id€e de l'allure de cet ensemble de points alors méme que nous
n'avons pas résolu les &quations du mouvement. C'est ici qu'intervient
1l'hypothése d'ergodicit€ qui affirme que la fonction D(pi,qi)d_n.cherchée
est la distribution uniforme dans la couche & énergie constante. Cette
Energie est l'énergie totale du systéme, c'est une constante du mouvement;
la quantité de mouvement totale et le moment cindtique total, également
conservés, sont nuls, la boite &tant au repos. En vertu du théoréme de
Licuville, une telle distribution uniforme reste constante au cours du temps,
comme il se doit. Il faut n€anmoins remarquer que pour des &quations canoniques
précises, l'hypothése d'ergodicité est en général fausse. Cependant, cette
hypothése_devient trés plausible si nous supposons que les équations cano-
niques ne sont pas complétement determinées, c'est-d-dire qu'elles dépendent
de quelques petits termes de nature alatoire. Pour une justification physique

plus détaillée, le lecteur peut consulter Landau et Lifchitz.

Pour expliciter cette distribution, il nous faut calculer le volume

de la couche. Celle-ci est définie par les surfaces & énergies E et E + 4E :

H=E+ 4E

-
dl

™

dE et dl sont reliés par 1l'équation :

H=E

d ¢ , &lément de surface

4E = grad H.dl (2.3)

Ainsi, 1'é1ément de volume de la couche est donné par :

a4
d L = dgray = ﬁé?gaifudE (2.4)

et ainsi :



volume total l-‘ d e
———————e = E —, ST T %
H=E

La distribution est alors l'inverse de ce volume dans la couche

d'énergie et zéro partout ailleurs. A la limite, on obtient :

,a) an= Sﬁ{(p%;g; =2l .6 (2.6)

Dmicro(Pi

C'est la distribution de 1l'ensemble microcanonique; elle décrit le

systéme 3 1'€quilibre.

Vérifions la normalisation :

i $Tu(pia) - £]
S Dm:i.c:ro(Pi’cl Jan = ) —(E) el

=

S ﬂ'ﬂ(piaqi) - £] agldly

i
!
5

S

1 $(# - E)
= TE) qu’ SdH &2 H |

r
g el a¢ =
S @) g Verda
2.2, L'entropie

Le modéle thermodynamique du systéme sera & son tour entiérement
décrit dés que nous aurons défini 1'entropie. Physiquement, 1'entropie est
une mesure du "désordre" du systdme. A 1'équilibre, 1'entropie est maximum
et de méme le "désordre" est maximum. C'est pourquoi, nous poserons que
l'entrbpie.du gaz décrit par l'ensemble microcanonique, est proportionnelle

au logarithme du volume de la couche & énergie constante. Ainsi, nous sommes

conduits & poser :



S(E,M,V) = k log [ (E) . ' (2.7)

Le logarithme a été choisi de menidre & rendre 1l'entropie additive,

car grosso modo les volumes M(E) de deux sous-systémes se multiplient.

Si la couche n'est pas infiniment mince, nous pouvons mettre

1'entropie sous la forme :

S = -kS D(x"‘) log D(x*)a JL (2.8)
ﬂ .

oli D est la distribution de prqbabilité supposée nulle en dehors de la couche.
En effet, pour une distribution uniforme, cette formule donne bien :
S = k log (volume de la couche).

Montrons maintenant qu'avec la définition (2.8), S est maximum pour

une distribution uniforme.

Appliquons la méthode du multiplicateur de Lagrange. Soit A le

multiplicateur correspondant & 1'unique contrainte

S_n]?(x“) an=1

~

Nous avons & résoudre :

§ |-k Sn(x“)log D(x™) adfx - A( S D(x"‘)dn-l)] = 0
no N

pour toute variation de D 3 1'intérieur de la couche. Nous trouvons :
- kSSD(x"') [log D(=™) + 1+%] afL= 0.
D'oill 1a solution :

A
log D(x") = -1-3 = cte.



